SESSION 2002
CONCOURS ESIM

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Préliminaire

txt
t2/2
sur 10, 7t],  est intégrable sur ]0,7t]. On en déduit I'existence de 1.

1- Quand t tend vers 0, f(t) ~ = 2. Par suite, f est prolongeable par continuité en 0. f étant d’autre part continue

2- g est continue par morceaux sur R et 27m-périodique et on peut donc calculer ses coefficients de FOURIER. g est paire
et donc, pour tout entier naturel non nul, on a b, (g) = 0.

Soit n € N.
2 (™ 1 (™
= —J cos(ax) cos(nx) dx = —J (cos((n 4+ a)x) + cos((n — a)x) dx
TJo TJo
1 [sin((n+ «)x) sin((n —a)x) 1™ , ,
=— + (puisque « n’est pas entier)
s n+ o n—u« 0
1 (sin((n+ o) + sin((n — o))\ (—1)"sin(amn) T
n n+« n—o« N m n+a n—«
( sm(om)Zoc
( n?)
2
La série de FOURIER de g est donc (o) + Z " sin T?ZT[) x cos(nx). Maintenant, g est de classe C! par morceaux

sur R, 27mt-périodique et donc, d’aprés le theoreme de DIRICHLET la série de FOURIER de g converge en tout x réel et a

pour somme Z(g(xﬂ +g(x)).

1 1
En particulier, pour x = 71, puisque z(g(x*) +g(x7)) = z(cos( aTt) + cos(ar)) = cos(art), on obtient :
sin(oerr) 1 = " gin oc7t)2 _ sin(am) 1 & sin(om)2a
COS((XT[) 7_[ g COS(TUT) = 7 + ;[ nZ:1 W

est élément de | — 1, T[\{0} et en particulier n’est pas

Soit maintenant 0 un réel élément de ] — 7, T[\{0}. Le réel o =

entier. De ce qui précéde on déduit :

o sin(0) oo

sin(f) 1 « S "7 sin(0 20 sin(

cos(0) = 3 —|—% o2 = E —n27t2
—1 _n2 n—1

En divisant les deux membres par le réel non nul sin(0), on obtient :

VO €] — 7, t[\{0}, cotan(0) = % — Z
1
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Partie I

s
1- La fonction u — In(sin(u)) est continue sur ]0, E]' De plus, quand u tend vers 0,

In(sin(u)) ~In(u) = o (%L)

On en déduit que la fonction w +— In(sin(u)) est intégrable au voisinage de 0 et donc sur |0, ;] et en particulier sur ]0, g[.

De méme, puisque In(cos(u)) = In (sin (g - u) ), la fonction u — In(cos(u)) est intégrable sur [0, g[ et en particulier sur
i

10, E['

T
2- a- D’aprés 1-, les deux intégrales proposées existent. De plus, en posant v = 5= u, on obtient :

0

/2 T /2
L= J In(cos(u)) du = J In (cos (z fv)) X (—dv) = J In(sin(v)) dv = K.
0 /2 0
b-
/2 /2 (2 ) /2
K=K+L= J In(cos(w) sin(w)) du = J In (Sm(z “)> du = —mzn +J In(sin(2u)) du
0 0 0
2 7T
S + 1 J In(sin(v)) dv (en posant v = 2u)
2 2 Jo
2 & 2 0
= _mln + 1 K +J' In(sin(v)) dv | = _nin + l K +J In(sin(t — w)) (—dw) | (en posant w =7 —v)
2 2 /2 2 2 /2
min2
= +K,
et finalement,
K=L= 77r12nZ

3- Soit € €]0,7]. Les deux fonctions t — t et t — In(1 — cos(t)) sont de classe C' sur le segment [e,71]. On peut donc
effectuer une intégration par parties qui fournit :

s s

In(1 —cos(t)) dt =7mtIn2 — e¢In(1 — cos(¢)) —J In(1 — cos(t)) dt.

€

J“ ¢ sin(t)

. m dt = [tln(] —COS(J[))]: —J'

€

Mais, quand ¢ tend vers 0,

2
eln(1 — cos()) ~ eln (%) — 2¢ln(e) —eln2 — 0.

Quand ¢ tend vers 0, on obtient

7T 7T 7T
[=mnln2— J In(1 —cos(t)) dt =mln2 — J In(2sin?(t/2)) dt = ,J In(sin?(t/2)) dt
0 0 0
/2 /2
= —J In(sin?(u)) 2du = —4J In(sin(u)) du = —4K = 2mtln 2.
0 0
Donc,
[=—4K =2ntln 2. .
Partie 11

1- Quand n tend vers +oo,

a0 k) ) [ () o)) -o(2)
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On en déduit que la série de terme général v,, converge.

1 1
2- Pour n € N*, on pose ||[un||oo :sup{un(x), X € {O,ﬂ } Pour n € N* et x € [O, E}, on a
1 2
()] = 2x? - Zx (f) 2
T 2 —x2 7 1?2 Mm2-1
n2_ (2
(2)
¢ donc, il < —2—. Pui 2 la série de t ¢néral —2 t done la séri
et done, |[unfloo S g3 Puisque 75—~ 55, lasérie de terme général 75— converge et donc la série

numérique de terme général ||un |/ converge.

: . 1 -
On a montré que la série de fonctions de terme général u,, converge normalement sur [O, 7| et en particulier converge

uniformément et simplement sur ce méme intervalle.

1
Puisque chaque fonction u,, n > 1, est continue sur |0, ﬂ et que la série de fonction de terme général u,, converge

1 1
uniformément sur [O, ﬂ , la somme S est continue sur le segment [O, z} . En particulier, X existe.

1
3- a- Puisque la série de fonctions de terme général u, converge uniformément sur le segment [O, z] , on peut intégrer

terme & terme et on obtient

1/2 +oo 1/2 +00
p-[ swax=Y [ Cwma=Y an
0 n=1"0 n=1
avec
1/2 22 1/2
an:J Xzf—nzdx:J <2+X:‘nxzn> dx =1+n(In(n—x) —In(n+x)y*
0 0
1 1 2n+1
_1+n<ln<nz>ln<n+z>)_1nln<2n_])_vn,
b- Soit N > 2.

N N N
In= Z (1 —nln (§2+:)> :N—ann(2n+1)+ann(2n—1)
n=1

n=1 n=1
N+1 N N
=N-) m-Dh@2n-1+) nln2n—1)=N-Nh2N+1)+ Y I2n-1)
n=2 n=2 n=2

Par suite, d’aprés la formule de STIRLING

eZN_eNx1><3...><(2N—1)_ eMN(2N)! B e™N(2N)!
n (2N + 1)N TN+ DN2 x4 x ... x (2N) T (2N 4+ 1)N2NN!
1
R eN(ZN/e)ZN’/ZTE x 2N _ \/Z _ 2€_N1n(1+2+\'+0(%)) _ \/Ze—z—Fo(U
Notoo (2N + 1)N2N(N/e)Ny/27N . N
N

2

N— 400 e

Donc,
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4- D’aprés le préliminaire, pour x €]0, 1/2]

tan(roe) 1 & 2mx 11
cotan(7x) = — — - - - __ _ ,
A= nintomix? o omx o mAsnd—x2
et donc,
+o00 2
2x
7mix cotan(7tx) = 1 — =14 S(x).
() =1-3 5= =145k
n=1
Donc,

1/2 1/2 1 ™4 £
Y= J S(x) dx J (—1 4+ mx cotan(7x)) dx = —= + J = cotan(=) =—dt (en posant t = 27x)

2 )2 2
B 71 lJ’ 4008 cos(t/2) 1 lJ’“tZSin(t/ﬁcos(t/Z)
2 4m ), sin t/2 2 4n ), 2sin?(t/2)
_ 71 lJ’ sin(t dt — 1 n I
2 4m 1— cos(t) 2 A4
Par suite, —%Jr% =r= 21 puis I =47 x % =2nln2.

Partie II1

1- Pour (x,t) € [0,1]x]0, 7], x2 — 2xcos(t) + 1 = (x — cos(t))? + sin?(t) > 0 avec égalité si et seulement si sin(t) = 0 et
x = cos(t) ce qui impose t =7 et donc x = —1 ¢ [0, 1]. Donc, V(x,t) € [0, 1]x]0, 7], x*> — 2x cos(t) + 1 > 0.

Ainsi, on a déja

tsin(t
1) vx € [0, 1], la fonction t — h(x,t) = xtsin(t) est continue par morceaux sur ]0, 7]
—2xcos(t) + 1
tsin(t
2) Vt €]0, 7, la fonction x — h(x,t) = xtsin(t) est continue sur [0, 1].
—2xcos(t) + 1
xtsin(t)

Soit alors t €]0, 7). La fonction x — 5 est dérivable sur [0, 7], de dérivée
X

—2xcos(t) +1

(x2 — 2x cos(t) + 1) — x(2x — 2 cos(t)) 1—x?2

= 1 > 0.
(2 — 2x cos(t) + 1)2 tsin(t) >0

tsin(t) (x2 — 2x cos(t) + 1)2

xtsin(t)
—2xcos(t) + 1

Ainsi, pour t €]0,7 fixé, la fonction x —

[0, 1]x]0, 7],

est croissante sur [0,1]. On en déduit que pour (x,t) €

tsin(t) _ lf(t).

0=h(0.t) <hl(e,t) <h(l,t) = 53— "5 =5

En résumé,
1) ¥x € [0, 1], la fonction t — h(x,t) est continue par morceaux sur ]0, 7|
2) Vt €]0, 7, la fonction x — h(x,t) est continue sur [0, 1].

3) V(x,t) € [0,1]x]0,7, [h(x,t)] <
sur |0, 7.

1
Ef (t) ou Zf est, d’aprés le préliminaire, une fonction continue, positive et intégrable

D’aprés le théoréme de continuité d’une intégrale & paramétre,

la fonction H est continue sur [0, 1].

2-  Soit t €]0, 7t[. L’équation caractéristique associée & la relation de récurrence de ’énoncé est z2 — 2z cos(t) +1 = 0. Les
racines de cette équation sont les deux nombres elt et e~ 1t. Puisque t €]0, 7t[, les deux nombres elt et e~ 't sont distincts
et on sait alors que les suites complexes cherchées sont les suites de la forme n — A(e*)™ + p(ett)™, (A, 1) € C2, ou aussi
que les suites réelles cherchées sont les suites de la forme

n — Acos(nt) + psin(nt), (A, n) € R2.
http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés.



3- Soit t € [0, 7. La fonction x — h(x, t) est une fraction rationnelle n’admettant pas 0 pour pole et est donc développable
en série entiére au voisinage de 0. Notons R le rayon de convergence de cette série puis, pour x €] — R, R[N] — 1, 1[, posons

+oo
h(x,t) = Z an(t)x™ On a
n=0

+oo

+00 ~+o00 +oo
tsin(t)x = (1 — 2x cos(t) + x?) Z an(t)x™ = Z an(t)x™ — 2 cos(t) Z an (x4 Z an (t)x"*?
n=0 n=0 n=0

n=0

+o00 400 +00
=) an(t)x™—2cos(t) ) an (X" + Y an a2(t)x"
n=0 n=1 n=2

+o0
= ao(t) + (a1 (t) = 2cos(t)ao(t) + ) _(an(t) —2cos(t)an—1(t) + an 2(t)x™.

n=2

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on a alors ap(t) = 0, a;(t) — 2cos(t)ap(t) = tsin(t), et
donc, aq(t) = tsin(t). Puis, pour n > 2, an(t) — 2cos(t)an_1(t) + an_2(t) =0.

D’aprés 2-, il existe deux réels A et p tels que, pour tout entier naturel n, a, (t) = Acos(nt) + wsin(nt).

n = 0 fournit A = 0 puis n = 1 fournit psin(t) = tsin(t) et donc u = t, si t €]0, 7t[. Finalement, si t €]0, 7t[, an (t) = tsin(nt)
ce qui reste clair dans le cas ou t € {0, 7t} (dans ce cas, x — h(x,t) est la fonction nulle et d’autre part, les a, (t) sont tous
nuls).

Sit e {0,7}, on a R = +o0. Sit €]0,n[, puisque la suite (tsin(nt))necy est bornée, on a R > 1, et puisque la suite
(tsin(nt))nen ne tend pas vers 0 quand n tend vers +00, on a R < 1. Finalement R = 1. En particulier,

4- a- Soit x € [0,1[ fixé. Pour tout t dans [0,71] et tout entier naturel non nul n, posons A, (t) = an(t)x™ puis
Anllse = SupllAn(t), t € [0, 7.
Pour tout t dans [0, 7] et tout entier naturel non nul n, |a, (t)x™ = t/sin(nt)[x™ < 7ix™ et donc ||An |l < 7x™. Puisque
x € [0, 1], la série numérique de terme général x™ converge. On en déduit que la série de fonctions de terme général A,
converge normalement sur [0, 71].

b- Mais alors, (pour x € [0, 1] fixé) la série de fonctions de terme général A, converge uniformément sur le segment [0, 7]
et on peut intégrer terme & terme pour obtenir

7T

0

+o0
Hx) =) an tsin(nt) dt,
n=1

T — 1™ 1 (" 1!
c- Pour n € N*| J tsin(nt) dt = {tw} + —J cos(nt) dt = ng. Donc,
0 n 0 n Jo n

+o0 n
¥ e 0,1 Hx)=n }_ (D)™ % — (1 4 x).

n=1

Enfin, H étant continue en 1, on a

11 _ J" tsin(t)

2 dt=H(1)= lim H(x)=mnln2,

o 2—2cos(t) x—1, x<1

et on retrouve I = 27tln 2.

Partie IV

1 1 . 1 1
+ . Comme les deux fonctions x — — et x — —————+
xZ(x +1)

x2v/1 —x2 X x2(1 +x)

sont continues sur ]0, 1[, les solutions de (E) sur ]0, 1[ constituent un R-espace affine de dimension 1.

1
1- Sur]0, 1[, 'équation s’écrit y ’—i—;y =—

1
x2/1 —x2
1 1 1

Ensuite, ) =% + 1 dix (In(x + 1) —In(x)) et d’autre part,
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1
dx = du (en posant u = x?)

1 1 1
S — —  xdx== | ——
Jxxﬂ—xz x2y/1—x2 ZJu\H—u

1 1
== | ———(—2vdv) (en posant v = —uet doncu=1-v"et du=—2vdv
3| T (R V1 d 1—v? et du = —2vdv)

1 1 1 1 1 1 v—1
—Uvz—qdv—J(sz*zv_])dv—zln

e

Par suite, sur ]0, 1],

(1+m)2

1 1. 14+vV1—x%2 1 .
Jxx/1 e R Y, e J@*C——zmwﬂi——ln@ +V1=%2) +In(x) + C
1 1
En résumé, une primitive sur ]0, 1[ de la fonction x — — + est la fonction x — In(x+1)—In(14++v1 —x2).
v x(x+1)  xv/T—x2 (x+1) —In( )

On peut maintenant résoudre (E) sur ]0, 1[. Soit f une fonction dérivable sur ]0, 1[.

1 1

+
x(x+1)  x/1T—x2
1 1

+
x(x+1)  xV/T—x2
& 3C e R/ Vx €l0,1], xf(x) =In(x+ 1) —In(1+ /1 —x2) + C

] (ln(x+1)—1n(1 + V1 —xz) +C)

X

f solution de (E) sur]0, 1[ & Vx €10, 1], xf’(x) +f(x) = —

& x €10,1[, (xf)'(x) = —

& 3dC e R/ Vx €]0,1], f(x)

2- Toutes les solutions se prolongent par continuité en 1. D’autre part, quand x tend vers 0,

Din(x+1) —In(1 + VI —x2) 4 C) = 102+ CHx+olx) _ c—szH +o(1)

X X

et cette fonction se prolonge par continuité en O si et seulement si C = In2. Ainsi, il existe une et une seule solution qui
se prolonge par continuité sur [0, 1], & savoir la fonction

X - % (ln(x+1)—ln(1 n I—XZ) +1n2).

3- a-Posons k : [0,1]x]0,1] — R
(x.1) tsin(t)
' 1 —xcos(t)

Pour (x,t) € [0,1]x]0,7], T —xcos(t) > 0 et donc,
i) vx € [0, 1], la fonction t — k(x,t) est continue par morceaux sur ]0, 7).
ii) Vt €]0, 7, la fonction x — k(x,t) est continue sur [0, 1].

1—c0stsit€}0, g}

iii) Pour (x,t) € [0,1]x]0, 7, [T —xcost|=1—xcost > 7 et donc
Tsite [—,7‘[}
2
tsin(t
Vi, t) € 10,1110, 7, [k, 1)) < 1+ 22 gy
1 — cos(t)

avec g continue positive et intégrable sur ]0, 7t] d’aprés le préliminaire puisque g = 1+ f.

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & parameétres,

¢ est continue sur [0, 1].

Ensuite, k admet sur [0, 1]x]0, 7] une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x, & savoir :

ok tsin(t) cos(t)

V(x,t) € [0,1]x]0, 7], a(xyt) = T —xcos(1)2"

ok
Il reste a se convaincre que la fonction P vérifie les mémes hypothéses que la fonction k.
X
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Soit (a,b) €]0, 1[% tel que a < b.

ok
i) Vx € [a, b], la fonction t — a—(x, t) est continue par morceaux sur |0, 71].
X

ii) vt €]0, 7, la fonction x — a—:(x,t) est continue sur [a, b].

ok tsin(t)| cos(t)] T
—_— = <

i) ¥, ) € [a, blx)0, ), [55(0,t) = T L < T

etsite [O, E}, (1 —xcost)? > (1 —bcost)? > (1 —b)? (puisque & t € [O, g} fixé, la fonction x — 1 —xcost est

5> =@(t)carsite {g,ﬂ}, (1—xcost)?>1>(1—-b)?

2
décroissante et positive sur [a, b]). De plus, la fonction ¢ est continue positive et intégrable sur ]0, 7] car est constante

sur l'intervalle borné ]0, 7).

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ), la fonction ¢ est dérivable sur [a, b], et ceci
pour tout (a,b) €]0,1[% tel que a < b et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Finalement, la fonction
¢ est dérivable sur 10, 1] et

1 (™ tsin(t) cos(t)
vx €10, 1 "x)=—-| ————= dt.
Xd*ﬁ¢“)7J;ufm%my
1
b- Soit x €0, 1[. Les deux fonctions t — tcos(t) et t —» ——————— sont de classe C' sur le segment [0,71]. On peut

1 —x cos(t)
donc effectuer une intégration par parties qui fournit

1(" x sin(t) 1 —1 T 1 (™ cos(t) — tsin(t)
x¢(x) 7'[J0 cos )(1 —xcos(t))?2 d s [ cos )1 —xcos(t)}0 * 7'[J0 1 — x cos(t)
1 1 (™ tsin(t) 1 (™  cos(t) 1 1 (™  cos(t)
T —I—X_%J'O 1 —xcos(t) dth%J'o 1 —x cos(t) dt = 1 —l—x_d)(x)jL%L 1 —x cos(t) dt
En posant u = tan(t/2), on obtient
Jﬂ cos(t) trw 1—u? 1 2du J+°° 2(1—u?) d
o T—xeos(t) © " Jo T 1w Trw T g (T + (T ud)(1 +147] v
1+ u?
Maintenant,
2(1 —u?) A A B B
: = + :
(T=—x)+ (O +x)u?)(14+u?) u+i u-—i C[1T—x . [T—x
u+1 u—
14+ x 14+ x
201+ 1) i A A 1 i i 2
A= = —— et donc, —— =— (- == P
avee (T=x)=(T+x))(—1—1) x Saone u+i+u—i x( u+i+u—i) x g
2(1 —u?) N 2 C2x(1=u?) +2((1—x) + (1 4+ x)u?)
(T—x)+ (T+x)u2)(T+u?)  x(uz+1) x((1—x)+ (1 +x)u2)(1 +u?)
1
Tx (T =x)+ (1 +x)u?
Par suite,
1 (™  cos(t) 1 ([t 2 2
%L T xcos(t) dt_RL CEat i oo ow) ™
“+o0
1 2 [T+x 1+x 1
= — —2 _ — -
p Arctan(u)+]+x ]7XArctan <u 1x> i X+xm
Ainsi, pour tout x de ]0, 11,
1 1 1 1 1
X (X)+P(x) = ——= ——+ =

x+1 x  x/T-x2  x(x+1) JrX\/] —x2

c- D’aprés 3-b-, ¢ /10,11 est solution de (E) sur ]0, 1], et d’aprés 3-a-, ¢ /)0, 1{ se prolonge par continuité en 0 et en 1. D’aprés
2.

3
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U in(x + 1) = In(1 + VT =x2) + In2),

X

x €]0, 1[, d(x)
Par continuité de ¢ en 1, on en déduit que

I=n®(1)=n lim ®(x)=m lim ](ln(x+1)—1n(1+\/1—x2)+ln2)227r1n2.

x—1, x<1 x—=1,x<1 X

On peut maintenant raisonablement estimer que trés probablement

—
J tsint e 22,

o 1 —cost
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